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CLASA a V-a — solutii si bareme

Problema 1. La cercul de robotica al unei scoli, elevii lucreaza in echipe complete de cate
trei baieti si o fata. Intr-o zi, au lipsit doua fete si un baiat, iar elevii au fost regrupati astfel
incat in fiecare echipa nou-formata au fost cate o fata si patru baieti.

Cati elevi sunt inscrisi la cercul de robotica al acelei scoli?

Solutie. Daca elevii lucreaza in echipe de cate o fata si trei baieti, inseamna ca se pot grupa
astfel: (F,B,B,B) (F,B,B,B) (F,B,B,B)...... (F,B,B,B) ..ot 1p
Cand lipsesc doua fete si un baiat, doud grupe ramén incomplete (mutand un baiat dintr-o
grupa in alta daca baiatul absent nu face parte din aceeasi grupa cu una dintre fetele absente):
(¥.B,B,B) (¥,B,B,B) (F,B,B,B)...... (F,B,B,B) ..c.ovviiiiiiiiinn. 1p

Cum fiecare grupa noua contine cate o singura fata, cei 2+3 baieti ramasi din grupele in-
complete trebuie regrupati astfel incat sa completeze grupele cu céate 3 baieti si o fata pana la
patru baieti, asadar cate inca unul in fiecare grupa. ......... ..., 2p
Deoarece toate grupele nou formate contin exact cate 4 baieti si o fata, deducem ca au fost
formate exact 5 astfel de grupe. Asadar, in ziua in care au lipsit cei trei copii, au fost prezenti

5-4 =20 baieti si b fete. ... .o 2p
Asadar, la cercul de robotica sunt inscrisi 20 + 1 = 21 de baieti si 5 4+ 2 = 7 fete, in total 28
de BleVi. . 1p

Solutie alternativa.

Daca f este numarul fetelor de la cercul de robotica, numarul baietilor este egal cu 3f .1p
Cand lipsesc doua fete si un baiat, numarul fetelor devine f — 2, iar al baietilor 3f —1 .1p
Daca elevii se pot regrupa astfel incat fiecare grupa s contina o fata si patru baieti, atunci

A (f = 2) = B — L 2p
Obtinem 4f —8=3f —1,deunde f =7 ... . i 2p
In consecinta, numarul baietilor este 3 - 7 = 21, deci la cercul de robotica sunt 7 + 21 = 28
de EleVi . 1p

Problema 2. Se considerd numérul n = 2% 4+ 2Y + 2% + 2!, unde z,v, 2, sunt numere
naturale distincte. impér‘pind numarul n la 305, se obtine catul 2% si restul 0, unde a este un
numar natural.

Determinati restul impartirii sumei a +x +y + 2 + ¢ la 5.

Gazeta Matematica

Solutie. Presupunem, fara a restrange generalitatea problemei, ca x <y < z < t.
Atunci 2% + 2Y + 27 + 2! = 305 - 29, de unde 2% - (1 +2Y~% 42572 4 207%) = 305-.2%, (1) ...1p
Cum z < y < z <t, rezultd ca y — z, z — x si t — x sunt numere naturale nenule, deci 2Y~%,
277% 217 gqunt numere pare, iar 1 + 297 4+ 2577 4+ 2177 egte impar. .............oiiii..... 1p



Din motive de paritate, din relatia (1) deducem c& 2% = 2% si 1 4 2¥7% 4+ 257% 4 212 = 305,

deci = a, iar 2Y7% 4+ 27T £ 207 = 304 .. 2p
Obtinem 2V=% . (142*7Y +2-¥) =24 .19, deunde y — 2 =4, deciy=a+4 .......... 1p
In plus, 1+ 279 4+ 2% = 19, deci 2°7Y(1 4+ 2/7%) = 29, de unde reiese cii z —y = 1 si
t—z=3,adicaz=y+1l=a+dsit=24+3=a+8 ... 1p
Caurmare, a+z+y+z+t=a+a+(a+4)+(a+5)+(a+8)=5a+17=5-(a+3)+2,
deci restul impartirii sumei a +x+y+z+tlabesteegalcu2 ........ ...l 1p

Problema 3. Pe ecranul monitorului unui calculator sunt afisate toate numerele naturale
de la 1 la 2025. Un virus sterge o parte dintre aceste numere dupa urmatorul algoritm:
- la pasul 1 se sterge un numar dintre cele afisate pe ecran si succesorul acestuia;
- la fiecare nou pas, dintre numerele ramase pe ecran dupa pasul precedent se sterg doua numere,
astfel incat unul dintre numerele sterse sa fie succesorul celuilalt numar sters.

Algoritmul se opreste dupa 674 de pasi.

a) Aratati ca suma numerelor ramase pe ecran nu este divizibila cu 6.

b) Aratati ca produsul numerelor ramase pe ecran este divizibil cu 6.

Solutie. a) La fiecare pas, se sterg cate doua numere consecutive, adicd un numar par si un
numar impar. Dupa 674 de pasi, se sterg 674 de numere pare si 674 de numere impare. ... 1p
Deoarece pe ecran sunt scrise initial 1012 numere pare si 1013 numere impare, pe ecran
raman 338 de numere pare si 339 de numere IMPAre ...........coueiiriiitineinneneennen.. 1p
Intrucat suma unui numar impar de numere impare este un numar impar, deducem ca suma
numerelor ramase pe ecran este un numar impar, care nu poate fi divizibilcu 6 ............ 1p

b) Dintre doud numere naturale consecutive, cel mult unul este multiplu de 3, deci la fiecare
dintre cei 674 de pasi se sterge cel mult un multiplude 3 .......... ... ..l 1p
Deoarece printre numerele de la 1 la 2025 se afla 675 de multipli de 3, la oprirea algoritmului
ramane pe ecran cel putin un numar natural divizibil cu 3, adicd un numar m de forma m = 3a,
unde a este numar natural nenul .......... ... 1p
Alegand un numar par n, n = 2b, unde b este numar natural nenul, dintre cele 338 de
numere pare ramase pe ecran, deducem ca produsul numerelor ramase pe ecran contine factorul
m-n==6-a-b, deci este divizibil cu 6 ....... .. .. 2p

Problema 4. Andrei scrie numéarul 2025 ca suméa de 40 de numere naturale nenule, oricare
doua diferite.

Determinati care este cea mai mica valoare pe care o poate lua cel mai mare dintre cele 40
de numere din suma.

Solutie. Fie a1 < ag < az < ... < aqp astfel incat a; +ag +az + ...+ aso = 2025.

Atuncias > a1+ 1, a3 2 a0+ 1, a4 =2 ag+1,...,a490=>a39+1 ..o, 1p
In consecinta, aqo = a1 +39, ag0 = a2 +38, ..., Q40 2 A38 + 2 oot 2p
Atunci 40 - a4 > (a1 + 39) + (a2 + 38) + ...+ (a37 + 3) + (a38 + 2) + (CL39 + 1) + a4p, deci
40 - agp > 20254+ (1 4+ 2+ ...+ 39) = 2805, iar cum aygp € N, deducem ca ago > 71 ......... 2p

Intrucat 2025 se poate scrie ca suma a 40 de numere naturale nenule distincte astfel incat
cel mai mare dintre ele sa fie 71, de exemplu 1 4+29+34+35+36+...+ 70+ 71 = 2025, rezulta
ca cea mai mica valoare posibila a lui aqg este 71 ... . 2p
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CLASA a VI-a - solutii

5a 4+ 6b+ Tc+ 6
4a+3b+2c+3

Problema 1. Fie numerele naturale a, b, ¢ pentru care numerele m =

) a+2b+3c+5 )
sin= sunt simultan numere naturale.
’ 3a+b+2c+5

a) Aratati ca m > 2.
b) Determinati numerele m si n.

Solutie. a) Dacam < 1, atunci ba+6b+7c¢+6 < 4a+3b+2c¢+3, adica a+3b+5c+3 < 0,

ceea ce nu se poate. Deci m = 2. ..o 2p
b) Nu putem avea n > 2, deoarece ar rezulta a + 2b+ 3¢+ 5 > 6a + 2b+ 4c+ 10, deci
0>=5a+c+5, fals. Cumn >0,obtinemn=1 ...... ... ... ... ... 1p
Din n =1 obtinem a+20+3c+5=3a+b+2c+5,decib+c=2a. ........... 1p

Daca, prin absurd, m > 3, ar rezulta ba + 6b 4+ 7c + 6 > 12a + 9b + 6¢ + 9, de unde
¢ = 7a + 3b+ 3. Adunand b in ambii membri, obtinem b + ¢ > 7a + 4b + 3, adica
2a > Ta + 4b+ 3, deci 0 > 5a + 4b + 3, fals. Asadar, m < 3, de unde, avand in vedere
punctul a); obtinem m =2 .. ... 2p

Din m = 2 rezulta 5a + 6b+ 7c+ 6 = 8a + 6b + 4c + 6, adica ¢ = a si cum b+ ¢ = 2a,
deducem a = b = c¢. Asadar, m = 2 si n = 1, valori care se obtin pentrua=b=c. ..1p

Problema 2. Aflati numerele naturale nenule a si b pentru care

a 48 - (a,b) g b :a_312-(a,b)
O ) (@, 5]

Am notat cu (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, iar cu [a, b] cel mai
mic multiplu comun al numerelor a si b.
Gazeta Matematica

Solutie. Observam ca a > ( ab) > b 1p
a?
Notam cu d = (a,b). Atunci a = dz,b = dy, [a,b] = dxy cu (z,y) = 1,2 > y. Obtinem
48 | 312
r=dy+ —siy=der——, (1).
xy Ty
Asadar, zy |48 si 2y [312 = xy | (48,312) =24 ... oo 2p

Continuarea 1.
Tot din (1) rezulta xy(z — dy) = 48 si zy(dx —y) = 312 =
2(13 = 2d) = y(13d —2) = 13— 2d > 0. oveeeee e e 1p

r—dy 48 2




Avem de analizat cazurile: I. d =1 = 11z = 11y = a = b, fals, deoarece a > b.
II.d=2= 3z =8y. Cum (z,y) = 1, obtinem x =8,y =3, decia=16,b=6........ 1p
III. d=3= Tz =37y = x =37,y = 7, fals, deoarece zy |24.

IV.d=4= 2 =10y = x = 10,y = 1, fals, deoarece xy | 24.
V.d=5=z=2ly =z =21,y =1, fals, deoarece xy | 24.
VI.Ld=6= 2 ="T6y = x =76,y =1, fals, deoarece xy |24. ......................... 2p

Continuarea 2.
Din zy | 24 rezulta ca zy € {1,2,3,4,6,8,12,24}, de unde rezulta (si se analizeaza)
cazurile (z,y) € {(2,1),(3,1),(4,1),(6,1),(3,2),(8,1),(12,1), (4, 3), (24,1),(8,3)}.

Obtinem x = 8,y = 3, care implica d = 2 si solutia unica a =16, b=6 .......... 4p

Problema 3. Fie ABC un triunghi isoscel cu <BAC = 30° si AB = AC'. Consideram
punctul D pe latura AC' si punctele distincte F, F,G pe latura AB astfel incat BC' =
BD = DE = EF, iar DG = DF.

a) Aratati ca BF = GE.

b) Aflati masura unghiului BCG.

Solutie.
a) ADFG isoscel = <DFG = <DGF = <DFB=<9DGE (1) .................. 1p
ABDE isoscel = S DBF = IDEG (2) ..oooiiiiii i 1p

Din (1),(2) si BD = DE, obtinem ABDF = AEDG (L.UU.) = BF =GE ...2p

b) AABC isoscel = YABC = <ACB = 5 5 = THO . 1p

BF =GE = BG=FE=BC=ABCG isoscel .............................. 1p
180° — «xCBG  105°

Deci 4BCG = ¥BGC — ;I = =B 1p

Problema 4. Determinati numerele naturale n > 2 cu proprietatea ca n este divizibil
cu fiecare dintre numerele

di, dy+dy, ... dy+dy+ .. +dyy,

unde 1 =dy < dy < ... <dk_1 <di =n sunt toti divizorii naturali ai lui n.

Solutie. Numerele prime au proprietatea din enunt, deoarece, daca n este numar prim,
divizorii sai sunt 1 = d; < dy = n, iar n este divizibilcudy ....................... ... 1p

Fie n un numar compus, avand k > 3 divizori, cu proprietatea din enunt.

2



Presupunand ca n este numar impar, toti cei k divizori ai sai sunt numere impare.
Din ipoteza, n este divizibil cu d; + ds, care este numar par, deci n ar trebui sa fie tot

numar par, contradictie. Asadar, n este numar par. ......... ... . oo 2p
Atunci d; = 1, dy = 2, deci n este divizibil si cu dy + dy = 3, deci d3 = 3. In plus,
deducem ca 6 | m ... o 1p

. .. . o n . .
Deoarece, pentru orice divizor d al lui n, numarul 7 este de asemenea un divizor al

nn .n

lui n, deducem ca 63 si 5 Se afla printre cei k divizori ai luin. ........... ... ... 1p
Cum n este divizibil cu di +do + ... + dp_1, rezulta can > dy +do + ... + dp_1 >

n n n

—+-+-=n

6 3 2

Deducem ca singurii divizori ai lui n, mai mici decat n, sunt 53 si > deci i dy =1,
n . n . . o . .

3 = dy = 2 si 5= ds = 3, deci n = 6 este singurul numar compus cu proprietatea din
CNUNL 2p
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CLASA a VII-a — solutii

Problema 1. Determinati numerele naturale de patru cifre abed pentru care numirul
Vab—4+ Ved este patratul unui numar prim p, iar ed — ab = p + 2.

Gazeta Matematica

Solutie. Deoarece p* = \/ab — 4 + Ved < 10+ 10 = 20, numarul p poate fi 2 sau 3...... 3p

Daci p = 2, atunci cd = ab+4 si Vab—4++/ab+4 = 4, (1). Ecuatia (1) are solutia ab = 5,

care este si unica (alte numere sunt fie prea mari, fie prea mici), valoare care nu convine ... 2p

Daci p = 3, atunci cd = ab + 5 si Vab—4+Vab+5 =9, (2). Ecuatia (2) are solutia

ab = 20, care este si unica (acelasi argument ca mai sus) si obtinem abed =2025........... 2p

Alta solutie. Deoarece ab — 4 si cd sunt numere naturale si \/ab — 4 + Ved € N, rezultd ci

existd k,n € N*, astfel incat ab—4=k>sicd=n? decik+n=p> (1).cceeeeiiiiiiiiii.. 2p
Cum cd—ab = p+2, scizand primele doud egalititi obtinem p+6 = n? —k? = (n—k)(n+k).
Folosind (1) deducem ci p+ 6 = (n — k) - p?, prin urmare p | (p + 6), deci peE{2,3}........ 1p

Daca p = 2, obtinem k+n =4sin—k =2, deci k=1 si n =3, asadar ab =5, falsi.... 2p
Daca p = 3, obtinem k+n =9sin —k =1, deci k =4 si n =5, asadar ab = 20 si cd = 25,
care verifica ipoteza. Prin urmare, numarul cautat este 2025 ............. ... ... 2p

Problema 2. Determinati multimea numerelor rationale r pentru care exista numerele

b
naturale nenule a si b astfel incat % —Va-b=r.

(va - Vi)

Solutie. Pentru r € Q si a,b € N* ca in enunt, r = BT >0,decir>0.......... 2p
L o . . . a+b—2n m
De asemenea, ab trebuie sa fie patratul unui numér natural n. Rezulta r = — s =3

. . . m
unde m este numar intreg, deci r este un numar de forma 5 cum eN. 2p
Reciproc, pentru a = b = 1 obtinem r = 0, iar pentru a = m si b = 4m, cu m € N*, obtinem
om m . . o . m
r=—-—2m=,cum € N*. Astfel, multimea ceruta contine toate numerele de forma 5
CU M € N 2p
Multimea ceruta este {— ’ m € N} .................................................... 1p

Problema 3. Consideram patratele ABC'D si BEFG, astfel incat B se afla pe segmentul
(AE) si G se afla pe segmentul (BC). Fie H intersectia dreptelor DF si EG. Perpendiculara
in H pe DF taie dreptele AE si BC' in punctele I, respectiv J. Aratati ca patrulaterul DIFJ
este patrat.

Solutie. <GBF = {DBC = 45°, deci triunghiul DBF este dreptunghic in B. Cum EG
este mediatoarea catetei BF a triunghiului BDF, reiese ca H este mijlocul ipotenuzei DF . 2p
Fie K proiectia lui H pe AE. Deoarece H este mijlocul lui DF si HK || AD, rezulta ca HK
este linie mijlocie in trapezul dreptunghic AEF D, prin urmare K este mijlocul segmentului AFE.
Rezulta ca AHAE este isoscel, deci SHAE = <HFEA =45° adica H e AC ............... 2p



Fie L proiectia lui H pe AD. Atunci AHAK =
AHAL (I.U.), deci HK = HL. Apoi <KHI +
IIHL =90° = <DHL + <IHL implica <KHI =
JLHD, de unde AHKI = AHLD (C.U.), deci

Avem si AHAB = AHAD (L.U.L.), deci HB =
HD = HI. Reiese ca punctul K este mijlocul seg-
mentului BI, K H este linie mijlocie in AIBJ, iar H
este mijlocul segmentului 7.J. Astfel diagonalele pa-
trulaterului DIF'J sunt egale, se taie in parti egale si

sunt perpendiculare, deci DIF'J este patrat .. ... 1p
Alta solutie. Ca mai sus, H este mijlocul lui DF .............. . .. ... 2p
Dreapta IJ este mediatoarea segmentului DF', deci DI = IF........................... 1p

JIHF = <IEF = 90°, deci patrulaterul I EF H este inscriptibil, asadar </FH = <IFH =
45°. Cum triunghiul IF'D este isoscel, obtinem SIFD = JIDF = 45° si A DIF =90°..... 2p

Pentru a ardta ca DIFJ este patrat, ramane sa dovedim ca segmentele DF si I.J au acelasi
mijloc. Fie K proiectia lui H pe AE. Din XAID + < EIF = 90° obtinem <AID = SEFI,
deci AAID = AEFI (1.U.), asadar Al = EF = BE. Astfel, K este mijlocul segmentului IB.
Cum HK || BJ, deducem ca HK este linie mijlocie in triunghiul BIJ, deci H este si mijlocul
segmentUlul J ... e 2p

Problema 4. Consideram un triunghi ascutitunghic ABC, cu AB < AC si punctele D,
I, J, K, astfel incat D este mijlocul laturii BC, iar I, J, K sunt picioarele inaltimilor din A,
B, respectiv C' ale acestuia. Perpendiculara in A pe dreapta AD intersecteaza dreptele BJ si
CK in punctele IV, respectiv @), iar paralela prin A la BC intersecteaza dreptele I.J si IK in
punctele M, respectiv P. Demonstrati ca patrulaterul M N P() este paralelogram.

Solutie. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Pa-
trulaterele BIHK si CIHJ sunt inscriptibile, deci
SHIK = <HBK =90° — «BAC = <«JCH = <HIJ,
asadar I A este bisectoarea unghiului JIK. Cum IA L
BC si MP || BC, reiese IA 1 MP. Deducem ca IA
este bisectoare si inaltime in AIM P, deci acesta este
isoscel si A este mijlocul segmentului MP.......... 3p

Fie S simetricul lui A fata de punctul D. Deoarece
D este si mijlocul segmentului BC, rezulta ca ABSC
este paralelogram. Reiese BS || AC si, cum BJ L
AC, deducem ca BJ 1L BS. Din <SBN = <SAN =
90° rezulta ca patrulaterul SBAN este inscriptibil, prin
urmare <NSA = SABN = 90° — < A. Analog rezulta
IQSA = JACQ = 90° — <A, deci <QSA = <NSA. Astfel, in triunghiul SNQ, inaltimea SA
este si bisectoare, prin urmare A este mijlocul laturii NQ ............. ... ... ... ... 3p

Diagonalele patrulaterului M N PQ se injumatatesc, asadar M N P() este paralelogram..1p

Alternativa la partea a doua (3p). Fie E proiectia lui D pe AC. Avem <DEA = YAJN =
NA AJ AJ

°si 4DAE =90° — < NAJ = <AN i ADAE ~ NANJ. It — = — =2—;
90° si < jl(‘)K INAJ = 4<ANJ, deci AJJ Rezulta 1D~ DE B

QA _ . . AJ  AK B
analog, D= QC’K‘ Din AABJ ~ ANACK (U.U.) rezulta 57 = CK’ de unde AQ = AN.
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CLASA a VIII-a — solutii
Problema 1. Fie multimile
A={(z,y) |z, yeRsiz+y+1=0}, B={(z,9)|z,yeRsiz®+y°+1=3zy}.

a) Aratati ca A C B.

b) Aratati ca multimea B\ A are exact un element.

Solutie. a) Daca (z,y) € A,atunciy=—z — 1 .. ... . i i 2p

Reiese 23 + 92 +1 =23 — (2 + 13 +1=32(—2x — 1) =3xy, deci (z,y) EB............. 2p

b) Daci (z,y) € B, atunci 23 +y3 —3zy+1 = 0, deci (v +y)3 — 3zvy(r +y) —3ry+1 = 0, sau
(z+y+1D)((z+y)?—(z+y)+1)=3zy(z+y+1) =0, sau (v +y+1)(2? —zy+y? —z—y+1) = 0.

Pentru ca (z,y) € B\ A trebuie ca 22 —zy +y*> — 2 —y+1 =0, de unde (z — y)? + (x —
12+ (y—1)%2=0,adici r =y =1. Cum (1,1) ¢ A, reiese B\ A= {(1,1)}................ 3p

Varianta pentru b). Observam ca (1,1) € B\ A . ..o 1p
Fie (r,y) € B,z =1+a, y = 1+ b. Atunci a® + b3 + 3a% + 3b%> — 3ab = 0, sau (a + b)(a? —
ab +b%) —3(a®? —ab +b%) = 0, deci (a + b — 3)(a® — ab+ b?) = 0. Daci a + b — 3 = 0, atunci
r4+y+1=0si(z,y) € A Daci a®> —ab+b? =0, atunci a = b = 0si (z,y) € B\ A. Astfel

B\ A contine doar elementul (1,1) ... ... oo 2p
Altd solutie. Se stie ca a® + b + ¢ — 3abc = (a + b + c)(a® + b? + ¢ — ab — ac — be). Reiese
PP+l =32y =+ y+ D@2+ 2+ 1 =By =T —Y) e 4p
Astfel, daca (z,y) € A, atunci (2,Y) € B ..ot 1p

Apoi, daci (z,y) € B\ 4, atunci 22 +y? + 1 — 2y — 2 —y = 0 si finalizdm ca la prima solutie
2p

Problema 2. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia x2 + % + 2y(z — y) = 17.

Gazeta Matematicd

Solutie. Ecuatia se scrie (x —4)2 + 20y +2y(x —y) = 17 0o ooiiiiiiii i 2p
Notim 2z —y = d € Z, xy = p € N. Atunci egalitatea devine p(d + 2) = 17 — d?, de unde
17— 0
p= 112 13 ...................................................................... P
Obtinem p = m—i—2—d € N. Rezulta d+2 € {1,—1,13,—13}, adicad € {—1,-3,11,—15}.
Daca d = —1, atunci p = 16, caz in care nu avem solutii, deoarece nu exista doua numere naturale
cu produsul 16 si diferenta —1. Din d = —3 rezulta p = —8 < 0, care nu convine. Pentru d = 11,
p = —8 < 0, nu convine. Daca d = x —y = —15, atunci p = zy = 16, de unde obtinem solutia
(UNICA) T = 1, 4 = 16 .ot e 3p




Alta solutie. Ecuatia se scrie (z —y)2 +2xy+ay(r —y) =17 ..o, 2p

Formim o diferentd de patrate: 4(z —y)? + day(z — y) + (zy)? — (vy)? + 8xy — 16 = 68 — 16,
adica (2(x —y) +2y)? — (ry—4)% = 52. Reiese (22 — 2y +zy — 2y +4)(22 — 2y +zy + 2y —4) = 52,
deunde (2 —y+2)(x —y+ a2y —2) = 13 oo 2p

Cum numerele x, y, z sunt naturale, sunt posibile cazurile

er—y+2=-13siz—y+ay—2=—1,decix —y = —15, iar zy = 16, de unde y = z + 15
si z(x + 15) = 16. Cum =z este natural, deducem ca x = 1, apoi y = 16;

er—y+2=—-1lsiz—y+ay—2=—13, deci x —y = —3, iar xy = —8, imposibil daca z si
y sunt naturale;

er—y+2=1siz—y+zy—2=13,deci z —y = —1 si 2y = 16, imposibil daca x si y sunt
naturale;

er—y+2=13siz—y+axy—2=1, deci x —y = 11, iar zy = —8§, imposibil daca = si y
SUNE NATUTALE . . . . e ettt e e e e e e e e e 3p

Problema 3. Numerele reale strict pozitive x,y, z verifica relatiile zy + 4 < 2(z + 2),
yz+4<2(y+2z), zx +4 < 2(2+y). Demonstrati cd x =y = z.

Solutie. Ipoteza este x(y —2) < 2(z2 —2), y(z —2) < 2(x —2), 2(z —2) <2(y —2) ...... 2p

Daca z — 2 < 0, folosind relatia a doua rezulta z — 2 < 0, apoi din prima obtinem y —2 < 0,
deci z,y,z € (0,2) sizyz < 8. Avem z(2—y) > 2(2—2) >0,y(2—2) >22(2—2) >0,2(2—x) >
2(2—y) > 0. Inmultind inegalititile membru cu membru si impartind la (2—z)(2—y)(2—z) > 0,

rezulta xyz > 8, contradictie cu xyz < 8 ... . 2p
Analog obtinem ca daca x > 2, atunci y > 2 si z > 2, deci xyz > 8. Inmultind relatiile
ajungem apoi la xyz < 8 —contradictie....... ... .. 2p

Asadar z = 2. Inlocuind in conditiile date obtinem y < 2 <2<y, deciz =y =2=2...1p

Alta solutie. Avem ab+4—2(a+0)=(a—2)(b—2), (1)...ooviiiiiii 2p
Presupunem cé unul dintre numere este mai mic decat 2, de exemplu z < 2. Atunci yz+4 <
2(y+z) <2y +4, deci z < 2. Reiese xy +4 < 2(x + 2) < 2z + 4, deci y < 2. Din (1) obtinem
xy +4 > 2(x + y) si analoagele, deci Y zy + 12 >4z, in contradictie cu ipoteza......... 3p
Asadar z,y,z > 2. Din (1) reiese xy + 4 > 2(z + y) si analoagele. Prin adunare obtinem
Y xy+12 > 4% x. Coroborand aceasta cu ipoteza deducem ca toate inegalitatile trebuie sa fie
egalitati, deci T =y = 2 = 2 .. ... 2p

Problema 4. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub. Pe segmentele BC' si DD’ luam punctele M,
respectiv N, astfel incat BM = DN. Aratati ca dreapta A’M este perpendiculard pe planul
(AB'N).

Solutie. Din BC' 1 (ABB') si AB' C (ABB’) ob-
tinem AB’ 1 BC. Cum AB’ 1 A'B (diagonale ale
patratului ABB'A’), reiese AB’ L (A’BC'). Deoarece
A'M c (A'BC), obtinem A’'M 1L AB', (1)......... 3p

Fie E € (AD) astfel ca AE = BM. Atunci ABME
este dreptunghi, deci AB || ME. Cum AB 1 (ADA')
si AN C (ADA), rezultd AN L ME, (2).......... 2p

Din AA’AE = AADN (C.C.) obtinem <DAN =
JAA'E, de unde <AA'E + <A’/AN = JIDAN +
JA’AN = 90°. Astfel, AN L A'E. Folosind (2) obti-
nem AN 1 (AEM), de unde AN L A’M. Aceasta, impreund cu (1), duce la A’M L (AB'N)
2p
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Problema 1. Fie ABCD un paralelogram si O intersectia diagonalelor. Demonstrati ca
pentru orice punct M € (AB), existd in mod unic punctele N € (OC) si P € (OD) astfel incat
O este centrul de greutate al triunghiului M N P.

Solutie. Un punct M € (AB) este unic determinat de k € (0,00) astfel incat % =k, de

. —
unde avem OM = %HOA + %HO? .............................................. 2 puncte
Pentru a gasi punctele N gi P in mod unic, trebuie sa gasim x,y € (0,00) in mod unic astfel
incat %]g, =z, IOJS =y si O este centrul d_e> greutate al triunghiului MNP. ......... 2 puncte
_ : — v -y
De aici avem 0] +1O? =—770Asd O? = ﬁ@ = —WO?. ........... 1 punct

Deoarece OA §i O? sunt necoliniari 0] este centrul de greutate al triunghiului M NP daca

gi numai daca z+1 = k+1 S ax= y+1 = k+1 < y = k, adica punctul N este unic determinat
de raportul x = % = ]ong’ iar punctul P este unic determinat de raportul y = k = %, ceea ce
incheie problema. . ... ... e 2 puncte

Problema 2. Rezolvati in R ecuatia:

1 n 1 n 1
{z}  [z] =

unde [z] si {z} sunt partea intreaga, respectiv partea frationara a numarului real z.
Gazeta Matematicd

Solutie. Din conditiile de existentd, x € R\ (ZU[0,1)). ..., 1 punct
Ecuatia din enunt este echivalenta cu:

:0’

..................................................................................... 1 punct
Deoarece —z% < 0 si @ # 0, avem ci [z]{z} <0, deci [z] < —1. ...........ooiinn. 1 punct
Daci [z] = —k, k € N*, ecuatia (x) devine —22 = —k(k + ), ceea ce este echivalent cu

2 — kx — k* = 0, avand solutiile 715 = %‘/5 Din [z] = —Fk, obtinem ca singura solutie

posibila ar fi z1 = %‘/5 .......................................................... 2 puncte
In final, trebuie s& gasim valorile lui k¥ € N* pentru care [k k\f] —k, ceea ce este echivalent

cu:

< —k+1e3k>kV/5>3k—2,

k< kl_z‘/‘?’



de unde obtinem k < 3+T\/57 adica k € {1,2}. De aici obtinem solutiile 27 = 1_2‘/5 sizy =1-5,
care verifica ecuatia data. ......... .. 2 puncte

Problema 3. Determinati numerele reale pozitive a, b, ¢, d astfel incat a +b+c+d = 80 si

b c d

=8
a+1+a+1+a+b+1+a+b+c

Solutie. A doud relatie dupa adunare cu 4 in ambii membri se scrie:

I+a+b 1+a+b+c l1+a+btc+d

1 12.
et 1+a I+a+0 l+a+b+c
.................................................................................... 2 puncte
Aplicand inegalitatea mediilor succesiv obtinem:
1 b 1 b
1+a++a+22\/(1—1—a)~w:2\/1+a+b;
1+4+a 1+4+a
l+tatbte ltatbtetd \/1+a+b+c 1—|—a+b—|—c+d\/ 81
l+a+b l+a+b+c ~ l+a+b l+a+b+ec  “Vi1da+b
.................................................................................... 2 puncte

Prin adunarea celor doua inegalitati si aplicand din nou inegalitatea mediilor se ajunge la:

l1+a+b 14+a+b+c 14+a+b+c+d 18
+ + >2V14+a+b+ ——— > 12.
1+a l1+a+5b l1+a+b+c — V1i+a+b

..................................................................................... 1 punct
Observam ca avem egalitate in inegalitatea mediilor in toate cele trei cazuri de mai sus. De

P : — ; _ 14a4b _ 14atbitc _ 1tatbtetd
aici obtinem a + b = 8, respectiv 1 + a = =1 et = Ttetbre =9 Asadar, numerele

cautate sunt a =2, 0 =06, c =18, d = D4. ...t 2 puncte

12=14a+

Problema 4. Fie (zy),>1 un gir crescator nemarginit de numere naturale cu z; = 1 si
Tpy1 < 2x,, pentru orice n > 1. Demonstrati ca orice numar natural nenul se poate scrie ca
suma finita de termeni distincti doi cate doi ai sirului (2y)n>1-

Nota: Doi termeni x; si x; ai sirului (z,)n>1 se numesc distincti daca i # j.

Solutie. Fie k un numar natural nenul astfel incat 1 < k < 2x, pentru un n > 1 natural.
n

Vom demonstra prin inductie ca putem scrie k = E gix; cu g; € {0,1},4 = 1,n. Deoarece sirul
i=1
(xn)n>1 este nemarginit, putem acoperi toate numerele naturale nenule cu aceasta constructie.

Afirmatia de mai sus este adevarata pentru n = 1.

Presupunem ca am demonstrat-o pentru n = N. Vom demonstra in continuare ca orice
N+1

1 <k < 2xpyn.i1 se poate scrie k = Z azicua; € {0,1},i=1,N+1. .............. 1 punct

=1



N N+1
Daca znx = zn+1, atunci avem din ipoteza din inductie k = E €;x; sl putem scrie g Q;T;,

i=1 i=1
cua; =€, 1 =1, N, 81 Nt = 0. o 1 punct
Daca xn < 41, este suficient sa consideram valorile lui k pentru care 2z < k < 22541,
deoarece cazul k < 2z este acoperit de ipoteza de inductie. ............... ... ... 1 punct

In acest fel, k—xni+1 > 22y —2xn+1 > 0 conform ipotezei problemei. Distingem doud cazuri:
Cazul 1. Daca k — xny11 = 0, afirmatia este evident adevarata.
Cazul 2. Daca k — xny41 > 0, folosim din nou ipoteza problemei si, din conditia:

0<k—-—on41 <2rn41 — N1 < 22p,

N
conform ipotezei de inductie, putem scrie k — xny1 = Z gix; cug; €{0,1}, i =1, N. Adunam
i=1
Tn+1 1In ambele parti ale egalitatii precedente si consideram o; = €; pentru i = 1, N si any1=1.
Inductia se Inchele. . ... o i 2 puncte
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Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

log; (6% + 1) = logg(7* — 1).

Gazeta Matematica
Solutia 1. Notand log, (6" +1) = logg(7* —1) = y, obtinem sistemul 6*+1 = 7Y i 7% —1 = 6.

Prin adunare deducem ca 6% 4+ 7% = 6Y + 7¥. Din injectivitatea functiei f : R — R, f(z) =
6 + 7% (care este strict crescatoare, ca suma de doua functii strict crescatoare), obtinem ca
o e et e e e 2p

6\" 1\*
Determinarea lui x se reduce la rezolvarea ecuatiei 6* + 1 = 7%, sau <7> + (7> = 1.

x 1 x
Consideram functia g : R — R, g(z) = <g> + <7> ; relatia precedentd se scrie sub forma

g(z) = g(1). Tinand cont de injectivitatea functiei g (care este strict descrescatoare, ca suma de
doua functii strict descrescatoare), conchidem ca z = 1, valoare care verifica ecuatia din enunt.

....................................................................................... 3p
Solutia 2. Consideram functia f : R — (0,00), f(x) = log; (6" + 1). Se arata ca functia f
este inversabild, cu inversa f=1: (0,00) = R, f71(z) =1logg(7® —1). «oviiiiiiiiiiiinnna... 2p
Ecuatia data devine f(x) = f~!(z), iar aceasta este echivalents cu f(z) = z, unde = €
(0, 00) . ettt 2p
6" 1\*
Determinarea lui « se reduce la rezolvarea ecuatiei 6 + 1 = 7%, sau (7> + (7> = 1.
6\" 1\*
Consideram functia g : (0,00) — R, g(z) = (7) + <7> ; relatia precedenta se scrie sub forma

g(z) = g(1). Tinand cont de injectivitatea functiei g (care este strict descrescatoare, ca suma
de doua functii strict descrescatoare), conchidem ca = 1 este unica solutie solutie a ecuatiei
AiN ENUNE. o e 3p

Problema 2. Aflati numerele reale x pentru care
3% 4 3ll 4 3leh — ¢4,

([x] si {«} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara ale numarului real x.)

Solutie. Nu existd numere = € [1,00) cu proprietatea din enunt: daca z > 1, atunci [z] > 1
si, cum {z} € [0,1), obtinem 4 = 3% + 3% 4312} > 3431 ="7 fals. .................... 1p



Nu exista nici numere & € (—oo, —1) cu proprietatea din enunt: daca x < —1, atunci [z] < —2

4
si, cum {z} € [0,1), obtinem 4 = 3% + 3l 4 3{#} < 3-1 4 372 4 31 = 35, fals. ............. 2p
Daca = € [0,1), atunci [x] = 0, {x} = =z, deci egalitatea data devine 3* + 1+ 3* = 4 &
2-3% = 3. Obtinem solutia x; = 1 — logs 2, care apartine intervalului [0,1). ............... 2p

1
Daca z € [-1,0), atunci [z] = —1, {z} = x + 1, deci egalitatea data devine 3% + 3 + 37+l =

11
4<4-3" = 3 Obtinem solutia z2 = logs 13- care apartine intervalului [—1,0).

In concluzie, exista doua numere reale, x1 si xa, care au proprietatea din enunt. ....... 2p
Problema 3. Determinati functiile f : C — C cu proprietatea ca
lwf(z) + 2f (w)| = 2|zw]

pentru orice z,w € C.

Solutie. Daca f este o functie cu proprietatea din enunt, ludnd z = 1 gi w = 0 in relatia
data, deducem ca f(0) = 0. Pentru w = z € C* obtinem ca |f(z)| = |z|; cum aceasta egalitate
se verifica gi pentru z = 0, rezulta ca |f(z)| = |z| pentruorice z € C. ...................... 2p

Atunci |f(1)] = 1 si, pentru w = 1 in ecuatia functionala, obtinem

PENtru OTiCe 2 € €. oo 2p
Rezulta ca avem egalitate in inegalitatea triunghiului. Prin urmare, pentru fiecare z € C,
exista t, € R, t, > 0 (t, depinde de z), astfel incat f(z) = ¢, - f(1)z. Trecand la modul si
simplificand, deducem ca |f(z)| =t,-1-|z| & 1 =1, oricare ar fi z € C*.
In concluzie, f (z) = cz, pentru orice z € C, unde ¢ = f (1) este un numar complex de modul

L e 2p
Se verifica imediat faptul ca orice functie de forma f(z) = cz, unde ¢ € C, |c| = 1, este
solutie a ecuatiei functionale din enunt. ........ ... . . . 1p

Problema 4. Fie ABCDEF un hexagon convex cu JA=/C=/FEsi /B=/D=/F.
a) Demonstrati ca exista un unic punct in plan care este egal departat de laturile AB,CD
si EF ale hexagonului.

b) Daca notam cu P punctul de la a), iar G; # G4 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor
ACE respectiv BDF, aratati cd £G1 PG = 60°.

Solutie.
a) Daca notam LA = LC = LF = a si B = 4D = AF = (3, atunci suma masurilor
unghiurilor hexagonului ABCDFEF este 3a + 38 = 720°, agsadar a + § = 240°.

Deoarece L B+ AC = a+ 8 = 240°, dreptele AB si C'D se vor intersecta intr-un punct situat
in exteriorul hexagonului. Analog pentru dreptele CD si EF, respectiv EF i AB.

Notam {X} = ABNCD,{Y} = CDNEF, {Z} = EF N AB. Centrul cercului inscris in
triunghiul XY Z este unicul punct egal departat de laturile AB,CD si EF ale hexagonului.



b) Triunghiul XY Z are toate unghiurile de 60°, deci este echilateral, iar P este centrul sau.
In planul complex, consideram un reper cu originea in P si notam cu litera mica afixul unui
punct notat, corespunzator, cu litera mare. Din asemanarea ABCX ~ ADEY ~ AFAZ (u.u.),
deducem ca exista k € R, k > 0 astfel incat
c—x e—y a—2z

b—x d—y f—=z ©

undeezcosgiising.
Obtinemcac—ax=(b—a)k-¢, e—y=(d—y)k-€, a—z=(f —2)k-e.

Deoarece p = = 0, prin adunare, deducem c+e+a = (b+d+f)-k-e & g1 = g2-k-e.
Din ipoteza ca G1 # G4 rezulta ca g; si go nu pot fi 0, deci G1, G2, P sunt puncte distincte
doua cate doua.

Asadar N=P_ . €, adicd £G1PGo = 60°. ..o 2p
g2 —p
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CLASA a XI-a — solutii

an

1++1+a,

Problema 1. Fie sirul (ap)p>1 cu a; = 1 §i apy1 = , pentru orice n € N*,

n—00 Qp41 n—oo

n
Aritati cd lim = lim ) "logy(1+ a;) = 2.
k=1

Gazeta Matematica

Solutie. Avem a, > 0, Vn € N* (inductie) §i apt1 < an, ¥n € N*. Rezultd ca sirul
(an)n>1 este convergent, cu limita ¢ € [0,1). Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem
g =

————————— deunde £ = 0. ..o 1
1 +v1+10 p

Rezulti lim —" = lim (T V14 an) = 2 1p
n—00 Ap41 n—o00
Din relatia de recurenta rezulta 1+ ant1 =+v14an, VR e N oo 2p
1
Atunci logy(1 + apy1) = ilogz(l + ap), Vn € N*. Cum logy(1 + a1) = logy,2 = 1, obtinem
1
logs(1 + ay) = T Vn € N* (progresie geometrica cu primul termen 1 si ratia 1/2) ...... 1p
n n
- . 1
Atunci nh—{go kg_l logy(1 + ax) = nh_)ngo g_l o1 = 2 2p

Problema 2. Fie n € N, n > 3. Spunem c& o matrice A € M, (C) are proprietatea (P)
daca det(A + X;;) = det(A + Xj;), oricare ar fi 4,5 € {1,2,...,n}, unde X;; € M, (C) este
matricea care are 1 pe pozitia (7, 7) si 0 in rest.

a) Aratati ca daca A € M,,(C) are proprietatea (P) si det(A) # 0, atunci A = AT,

b) Dati un exemplu de matrice A € M,,(C) care are proprietatea (P), dar A # AT.

Solutie.

a) Fiei,j € {1,2,...,n}. Prin dezvoltare dupa linia i, obtinem det(A + X;;) = det(A) + d;;,

unde J;; este complementul algebric al elementului de pe pozitia (7, 7) al matricei A........ 1p
Cum A are proprietatea (P), rezulta d;; = 05, Vi,j € {1,2,...,n}, deci A* (adjuncta lui A)
este Matrice SIMETICA . .. ... e 1p
Notam d = det(A) # 0. Avem AA* = dI,, = (dI,)T = (A*A)T = AT(A"T = ATA* ... ... 2p
Cum ddet(A*) = det(AA*) = det(dI,) = d", iar d # 0, rezulta ca matricea A* este inversabila.
Atunci, din relatia AA* = ATA* rezulta A= AT . . 1p

b) Consideram A € M, (C), matricea care are 1 pe pozitiile (1,1) si (1,2) si 0 in rest.
Cum n > 3, matricea A + X;; are cel putin o linie nula, deci det(A4 + X;;) = 0, oricare ar fi
i,7 € {1,2,...,n}. Rezulta c& A are proprietatea (P), dar A# AT . ........................ 2p



Problema 3. Fie f:[0.00) — [0,00) o functie continua si bijectiva, astfel ca

fH(f(@)/=)

lim =1
T—00 x
-1
a) Aratati ca lim M =o00 g lim / 1(a:c) = 1, pentru oricare a > 0.
00 T z—oo [~ (x)
b) Dati un exemplu de functie f care satisface conditiile din enunt.

Solutie.
a) Avem f(0) = 0 (reducere la absurd). Atunci, pe baza ipotezei, deducem ca f este strict
crescatoare, cu li_>m f(x) = oo, iar f71:]0,00) — [0,00) este strict crescitoare, cu f~1(0) =0
X oo

SN T () = 00 1p
T—r00 1
- 1
Limita din ipoteza asigura existenta unui numar v > 0 astfel incat M > > Vo > u.
x
Rezulta f(@) > f <§) , Vo >wu. Cum lim f (f) = 00, obtinem lim M =00 .. 2p
€ 2 T—00 2 T—00 I

Fie a > 0, arbitrat, fixat.
Cazul a = 1 este clar.

1
Cazul a € (0,1). Exista t > 0 astfel ca f~(z) > =, V& > t. Rezulti
a

P> a0 = 1 e @) > 5 (L) v
Obtinem
f (f(ffl(lﬂgl))/fl(w)) _ J;ll((czc)) <1 Vo>t
Pe baza ipotezei si conditiei lim_ f~Y(x) = oo, obtinem

b TG @@ =i T W))

T—00 ffl (I) Yy—oo Yy

_ L oo [T a)
Atunci, conform criteriului cleste, rezulta lim =T~ =
z—oo f=1(x)

Cazul a € (1,00). Atunci b= 1/a € (0,1). Conform cazului anterior, avem

= () = m (D) -

-1
Rezulta lim " (az) =
T—00 f_l(x)

=1.

b) Exemplu. Functia bijectiva f : [0,00) — [0,00), f(x) =¢€* — 1, x € [0,00), cu inversa
f7L:]0,00) = [0,00), f~1(x) =In(z + 1) satisface conditiile din enunt..................... 2p



Problema 4. Determinati toate tripletele de matrice A, B,C € M2 (R) astfel incat

A=BC-CB
B=CA-AC
C=AB—-BA
Solutia 1. Daca una dintre matricele A, B, C este nula, atunci A=B=C=0y........ 1p
Presupunem cé exista matricele A, B,C € M3(R) \ {O2} care satisfac ecuatiile din enunt,.
Din tr(BC — CB) = 0 rezulta tr(A) = 0. Similar, tr(B) =tr(C) =0 ..o, 1p
Din ecuatia A? — tr(A)A + det(A)Iy = O, rezultd A2 = aly, unde a = — det(A).
Similar, B2 = bl 5i C?> =cly, cu b= —det(B) sic=—det(C).........ccoviiiiiieiin... 1p

Inmultind ecuatia A = BC — CB cu B la stanga si respectiv la dreapta, obtinem relatiile
BA = B?C -BCB=bC—-BCBsi AB=BCB—-CB?=BCB —bC. Atunci AB+ BA = Oy,

iar din ecuatia C = AB — BA, rezulta C' = 2AB. Similar, A=2BC i B=2CA........... 1p
Atunci A = —20B = —20(2CA) = —4C?A = —4cA. Similar, B = —4aB si C = —4bC . .... 1p
Cum matricele A, B gi C' sunt presupuse nenule, obtinem a = b = ¢ = —1/4, deci avem
det(A) = det(B) = det(C) = 1/4. Rezulta ca matricele A si B sunt de forma A = < :zU —yx )
si B = < z —ts >, cu z,y,2,8,t,u € R, astfel incat 2?2 + yz = —1/4 si s> +tu = —1/4.
Din relatia AB + BA = O3 rezulta 2xs = —(yu + zt). Obtinem:
2.2 2 2 2 1 2 1
4x°s* = (yu + 2t)* = (yu — 2t)* + dyztu > 4(yz)(tu) =4 | * + 1) s + 1)
2.2 2 1 2 1 C s

Dar z°s* < ( z° + AG + 1) Vz,s € R. Contradictie.
Prin urmare, solutia unica a sistemului din enunt este A= B=C=09.................... 2p

Solutia 2. Fie trei matrice A, B,C' € M3(R) care satisfac sistemul de ecuatii din enunt,

Din tr(BC — CB) = 0 rezulta tr(A) = 0. Similar, tr(B) =tr(C) =0.................... ... 1p

Atunci A= [ “0 ®2 , B= b b , C= “a @ ,cuag, b, €R i=1,2,3.
az —a b —bi g —C

............................................................................................ 1p

Obtinem BC — CB = < 2b203 —bzca  2(bicg — baca) >

(b301 — blcg) —(bQCg — 5302)
Deci ag = 2(bica — bacy), de unde a2 = 2ag(bicz — bacy) = 2asbica — 2asbocy. Similar, obtinem:
b% = 2bycias — 2bacoa si C% = 2c9a1by — 2c9a9b1. Rezulta a% + b% + C% = 0. Cum as, by, co € R,

obtinem: G = Bo = €9 = 0\ttt 2p
Analog aratam as = by = c3 = 0. Atunci a1 = bacg — bgce = 0. Similar, by = ¢; = 0.
Prin urmare, solutia unica a sistemului din enunt este A= B=C=09.................... 2p
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CLASA a XII-a — solutii

Problema 1. Fie (G,-) un grup, cu elementul neutru e, iar A o submultime nevida a sa.
Notam cu AA = {zy|x,y € A}.
a) Aratati ca daca G este finit, atunci AA = A daca si numai daca e € A si |[AA| = |A|.
b) Dati un exemplu de grup G si o submultime A C G, cu AA # A, |AA| = |A] si AA < G.
(Notatia H < G inseamna ca H este un subgrup propriu al grupului G, adica un subgrup al lui
G diferit de grupul G.)

Gazeta Matematica

Solutie.
a) Daca AA = A, atunci |AA| = |A|. Pentru orice z € A avem ca |z4] = |A] < oo si
2A C AA = A, astfel cad xA = A. Dar atunci z € zA4, astfel cie=2"'-z €27 24 = A.
............................................................................................ 2p
Reciproc, dacd e € A si |[AA| = |A|, avem ca A =e- A C AA si cum |A]| = |AA| < oo, rezulta
CA A A = A 2p

b) Fie G = Uy = {1,i,—1,—i} grupul radacinilor de ordinul 4 ale unitatii. Considerand
A = {i,—i}, avem ca AA = {i%,i - (—i), (=)} = {1,-1} = Uy < Uy, |AA| = 2 = |A| s
AA# A (mai mult, AAN A =(). oo 3p.

Problema 2. Fie (G,-) un grup, iar H < G un subgrup propriu al lui G. Daca exista
morfisme f,g,h : G — G ale grupului G, cu proprietatea ca f(xy) = g(x)h(y) pentru orice
x,y € G\ H, aratati ca:

a) g = h;
b) dacd G este neabelian, iar H = Z(G), atunci f = g = h.
(Multimea Z(G) = {c € G| cx = xc, Vo € G} se numeste centrul grupului G.)

Solutie.

a) Notand cu e elementul neutru al grupului G, pentru orice z € G\ H avem ca x~ ' € G\ H,
astfel ca

e=fle)=flz-a7") =g(x) h(z™") = g(x) - h(z)”",
de unde rezulta ca g(x) = h(z) pentruorice x € G\ H. ..., 2p
Pentru orice a € H, alegand un = € G\ H avem c& ax,z~' € G\ H, astfel ca:
g(a) = glaz - 27") = g(az) - g(a™") = h(az) - h(z™") = h(az - 27") = h(a).

Rezulta deci ca g = M. oo 2p
b) Fie G neabelian si H = Z(G). Tinand cont de punctul anterior avem ca g = h, astfel ca
relatia din enunt devine

f(zy) = g(x)g(y) = g(xy)  pentru orice z,y € G\ Z(G).



Pentru orice a € Z(G) si x € G\ Z(G), avem ax, v~ € G\ Z(G), astfel ci:

fla) = flaz-27") = glaz - 27") = g(a).

Fie z € G\ Z(G). Atunci exista y € G\ Z(G) cu proprietatea ca zy # yx. Daca zy € Z(Q)
atunci am avea
vy =y(ey)y~" = yx # zy,

ceea ce reprezintd o contradictie. Prin urmare, zy € G'\ Z(G), si, cum y~! € G\ Z(G), avem:

f@)=fly -y ") =gy -y ") =g).

Rezulta ca f=ggideci f=g= .. oo 2p

Problema 3. a) Fie a,b € R doua numere reale, cu a < b, iar f : [a,b] — R o functie strict
b

monotona cu proprietatea ca / f(x)dx = 0. Aratati ca f(a) - f(b) < 0.

a
b) Determinati sirurile convergente (a,),>1 de numere reale, pentru care exista o functie strict
monotona f : R — R cu proprietatea ca

Qn An+41
/ f(z)dx = / f(z)dx, pentruorice n € N, n > 2.
An—1 an

Solutie.
a) Daca f([a,b]) C [0,00) sau f([a,b]) C (—o0,0], atunci m = ‘f (%b)‘ > 0, iar pe unul dintre
intervalele (a, ‘%b) sau (aT*'b, b) are loc inegalitatea |f(z)| > m pentru orice  din acel interval.
Atunci
b b atb b b—a
0=|[ t@ae| = [s@lde= [T lf@ldot [ 1r@ldezm 250 >0,
a a a 5
ceea ce este imposibil. Rezultd ca f(a)- f(b) <O0....... ... i 1p

b) Vom ardta ca singurele siruri de numere reale (a,),>1 care verificd conditia din enunt sunt

sirurile constante si sirurile care iau exact doua valori reale distincte si care devin stationare

incepand cu un anumit rang.

In mod evident, daca (an)n>1 este un gir constant, cu a, = a, a € R, atunci sirul este convergent,
Ak+1

cu lim a, =asi f(z)dx = 0 pentru orice k > 1 si orice functie f : R — R.
n—oo
ak
Daca {an|n > 1} = {a, b} si existd ng € N* cu a,, = a pentru orice n > ng, atunci (a,),>1 este
convergent, cu lim a, = a, §i exista functia f : R — R definita prin f(z) = 22 — a — b, care
n—oo
Ak+1

este strict monotona gi verifica egalitatile f(z) dz = 0 pentru orice k > 1.



Fie (ap)p>1 un sir convergent de numere reale pentru care exista o functie strict monotona
f R — R cu proprietatea ca

/:Qf(x)da::/ajgf(x)dx:...:/ajnﬂf(x)dx:_”.

Fie I = / f(z)dx pentru orice k > 1 si a = li_>m ay. Pentru un r > 0 fixat existd atunci un
n oo

Ak+1

ak
rang n, > 1, astfel incat a,, € (a — r,a + r) pentru orice n > n,. Cum f este strict monotona,
dacd M = max(|f(a —r)|,|f(a+71)|), atunci | f(z)| < M pentru orice € (a —r,a+ ). Pentru
orice p € N* avem:

p Qp otk Anptp
p.m:yp.[\:Z/ f(x)da;:/ f(z)dz| <

k=1"Y%pr+k—1 an,

Any+p a+r

< / |f(z)| dz </ |f(@)|dx < 2r - M.
Anp a—r
. o 2Mr ) 5
Rezulta ca 0 < |I] < ,oricarear fipe N* astfelca I =0.............. ... ... 2p

Aratam ca card({an|n € N*}) < 2. Presupunand contrariul, ar exista i, j,k € N*, cui < j < k
astfel incat a; # a; # ap, # a;. Avem ca

/(_ljf(:c)dx:jz_i/amf(x)dx:(j_i).[:()
i =i Y

ag ak
si, de asemenea, / f(z)dx = (k —j)-I =0, respectiv / fle)de=0................... 1p
aj a;

Functia f fiind strict monotona, rezulta atunci ca
fla;) - faj) <0, f(a;) - flax) <0si f(a;)- f(ar) < 0. Dar atunci

ceea € este abSUId. . .. ... . 1p
Contradictia obtinuta arata cd presupunerea facuta este falsa, astfel ca card({a,|n € N*}) < 2.
Convergenta sirului (ay),>1 implicd in plus, in cazul in care sirul nu este constant, ca el este
stationar incepand cu un anumMit TaANG. .. ... e 1p

Problema 4. Fie f :[0,1] — R o functie continua. Definim functia f: [0,1] — R prin

1. [f@t)dt , dacd z >0,
0
f(0) , daca z = 0.



Ardtati cd:
a) functia f este continua in 0 si derivabila pe (0, 1];
b) are loc egalitatea

/01 fP(a)de = </01 f(@) dx>2 + /01 (f(a:) - f(x))Q da.
Solutie.

a) Functia f fiind continua pe [0, 1], rezultd ca functia F': [0, 1] — R definita prin
F(x) = / f(t) dt este derivabild pe [0,1], cu F' = f. Rezultd atunci ci functia f este derivabili

e (0,1], ca produs de functii derivabile.

astfel ca, aplicand regula lui I’'Hospital, avem:

Fx) . F(x) ;
lim () = lim —— = lim —7= = lim f(z) = f(0) = f(0),
i rezulta ca f este continuad In 0. . ... 1p

b) Fie I = / f(x)dz. Atunci f(1) = I. Tinand cont de a), functia G : [0,1] — R definiti
0

2 .
prin G(z) =z - (f(x) - I) este continua in 0 si derivabild pe (0,1]. In plus avem
GO) = 0 = GL), e e 1p

respectiv

@) = (F@) ~ 1) +20- (Fa) 1) - o) =

) —
= (f)-1)- <f(:v) I+ <<—;2> -/Oxf(t)dtJr;-f(x))) _
(

= (F@) = 1) - (2 () = f@) ~ 1) = 2f (@) - (F(@) = I) + I = () =

N
= 1% - 2If(x) + f*(zx) — (f(a;) — f(a;)) , pentru orice z € (0, 1].
............................................................................................ 2p
Deoarece exista ill)% G'(xz) = (I — f(0))? € R, rezulta ca G este derivabila in 0,
cu G'(0) = (I — £(0))?, si G’ este continua pe [0, 1]. Obtinem atunci:
1 1 2 1 . 2
| p@da- ([ s@a) - [ (10 fw)" o=
1 N
= [ (P + 2 -211@) - (10) - f@)) o=
1
_ / G (x)dz = G(1) — G(0) = 0,
0
ceea ce demonstreaza relagia Ceruba. .. ... ..ot e 2p



